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ФИЗИКА И МАТЕМАТИКА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СТРИМЕРОВ
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Стример — это вид электрического разряда, при котором образуется столб ионизированной ма-
терии, растущий за счёт усиленного поля на его конце. Стримеры в воздухе являются важной ста-
дией искрового разряда, в частности молнии, и образуют спрайты (разряды в мезосфере). Стриме-
ры в больши́х разрядах (в спрайтах, в лабораторных экспериментах с метровым межэлектродными
промежутком и мегавольтным напряжением, в молнии) создают больши́е разветвлённые структу-
ры. За распространение стримеров отвечают микроскопические процессы: ионизация, прилипание,
дрейф и диффузия электронов, фотоионизация, ионные процессы (отлипание, рекомбинация и т. д.).
Их численное моделирование воспроизводит колоннообразную форму ионизационного фронта, но
не позволяет идентифицировать физические и математические механизмы выбора радиуса, скорости
стримера и ветвления. Стример можно описать конечным набором параметров, таких как скорость
и радиус головки. Соотношения между этими параметрами известны, но не составляют полной си-
стемы уравнений: остаётся один свободный параметр (радиус), задающий стримерную «моду» (тер-
минология выбрана по аналогии с малыми поперечными гармоническими возмущениями плоского
ионизационного фронта). В качестве дополнительного требования, дающего однозначное решение,
мы предлагаем выбор наиболее неустойчивой моды, обладающей максимальной скоростью. Таким
образом, мы рассматриваем стример как нелинейную неустойчивость. Такой подход даёт результаты,
согласующиеся с экспериментальными измерениями скорости, а также порогового электрического
поля для распространения стримеров.
Статья написана по материалам лекции, представленной на XIX Научной школе «Нелинейные

волны».

ВВЕДЕНИЕ

Стримеры — это каналы повышенной ионизации в газе (или жидкости), которые распростра-
няются, ионизируя материю впереди себя повышенным полем на конце. Они играют важную
роль как в природе, так и в промышленности. В природе они являются важной стадией молнии,
а также образуют спрайты (разряды в мезосфере). В промышленности они могут использовать-
ся для создания сверхтепловых электронов (т. е. электронов с энергиями, превышающими 1 эВ).
Стримеры в воздухе представляют особый интерес, и эта статья посвящена именно им. Они изу-
чаются в лабораторных экспериментах с межэлектродными промежутками, варьирующимися от
нескольких сантиметров [1] до метров. В больши́х лабораторных разрядах, с межэлектродным
промежутком около 1 м и напряжением порядка 1 МВ, они создают сложные разветвлённые
структуры [2, рис. 8]. Временну́ю последовательность разветвления стримеров в спрайтах можно
наблюдать при помощи скоростных видеокамер.

В длинных искрах (молнии) можно выделить иерархию процессов, от более простых и с малым
масштабом к более крупным и вовлекающим дополнительные физические механизмы.

1. Электронная лавина. При этом происходит таунсендовский разряд. Пространственным за-
рядом можно пренебречь. Электроны нагреваются, но плохо передают энергию молекулам (ато-
мам в инертных газах) и ионам.

2. Стримеры. Лавина вырастает до определённой величины, и пространственный заряд на-
чинает играть важную роль (критерий Мика) [3]. Электроны нагреты (типичная энергия око-
ло 3,6 эВ), но нейтральные молекулы остаются холодными.
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3. Лидеры. Как и стримеры, это тоже каналообразный разряд. Стримеры сливаются и про-
водят сильный ток. Нейтральные молекулы нагреваются, происходит сильная ионизация.

В последнее время большое внимание уделяется изучению недавно открытого рентгеновского
излучения от электрических разрядов. Земные гамма-вспышки были открыты инструментами
BATSE на CGRO [4] и наблюдались другими, более чувствительными инструментами на орбите:
RHESSI, Fermi, AGILE, ASIM (примерно 1 вспышка в день). Их характеризует длительность
около 0,1 мс и полная энергия больше или порядка 1 кДж. Вспышки происходят одновременно
с молниями и, предположительно, создаются лавинами релятивистских убегающих электронов
в результате тормозного излучения. Характерный потенциал для роста лавины — 7,4 МэВ.

Рентгеновские лучи также наблюдались в лабораторных экспериментах, как в положитель-
ных, так и отрицательных разрядах [5, 6]. Типичные энергии гамма-фотонов достигают величин
порядка 100 кэВ. При этом лавина релятивистских убегающих электронов невозможна (недоста-
точен потенциал). Есть гипотеза, что излучение происходит в процессе столкновения стримеров
или лидеров с противоположными полярностями.

1. ПРОЦЕССЫ В СТРИМЕРАХ

Основные реакции с участием электронов
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Рис. 1. Основные реакции с участием электронов
в воздухе

в воздухе включают ударную ионизацию моле-
кул N2 и O2 с частотой νi и прилипание с ча-
стотой νa; диссоциативное прилипание домини-
рует в сильных полях (двухкомпонентное, число
прилипаний в единицу времени пропорционально
концентрации нейтральных молекул в атмосфе-
ре Natm), а трёхкомпонентное — в слабых (число
прилипаний пропорционально N2

atm). Мы будем
часто использовать эффективную частоту иони-
зации

νt(E) ≡ νi(E)− νa(E).

Эти процессы и другие реакции описаны, напри-
мер, в [7, гл. 2]. На рис. 1 показаны типичные
зависимости νi и νa от электрического поля [8].

Часто поле пересечения кривых на рис.1 Ek ≈ 3МВ/м, при котором νt = νi−νa = 0, называют
критическим и путают с полем пробоя. Нужно иметь в виду следующее.

1) В таунсендовском разряде, который проходит в стационарных условиях, играет большу́ю
роль отлипание электронов от отрицательных ионов, образовавшихся в результате прилипания.
Это может вызвать разряд при E < Ek.

2) Минимальное поле, в котором возникает стримерный разряд в конечном промежутке, вы-
числяется при помощи критерия Мика и может превышать Ek, особенно для малых промежутков.

Распространение стримерного ионизационного фронта возможно благодаря следующим ме-
ханизмам.

1) Дрейф электронов (вперёд для отрицательного стримера) со скоростью v = −μ(E)E, где
μ ≈ 0,04÷0,05 м2/В ·с — подвижность электронов при типичных полях, связанных со стримерами
(напряжённость этих полей превышает 1 МВ/м). Заметим, что в слабых полях подвижность на
порядок больше.
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2) Диффузия электронов (если нет фотоионизации) с коэффициентом D ≈ 0,1 м2/с.
3) Фотоионизация (главный механизм в воздухе). Фотоны в ультрафиолетовом диапазоне

с длиной волны λ = 980÷1 025 Å получаются в результате столкновений электронов с азотом N2,
затем распространяются вперёд стримера и ионизируют кислород O2:

e− +N2 → e− +N∗
2;

N∗
2 → N2 + hν(980÷1 025 Å);

hν +O2 → O+
2 + e−.

Механизм распространения стримеров в воздухе был впервые предложен авторами книги [3].
Фотоны, возникшие в головке стримера, летят вперёд стримера и вызывают ионизацию. Воз-
никшие электроны выступают в качестве затравки для ионизационных лавин в высоком поле
головки. Эти лавины образуются в результате ударной ионизации, идут в направлении назад
и сливаются со стримером. Этот механизм работает как для положительных (катодонаправлен-
ных), так и для отрицательных стримеров [9, с. 335, 338]. При этом, хотя в отрицательных стри-
мерах лавины, начатые фотоэлектронами, летят вперёд в лабораторной системе отсчёта, стример
их догоняет. В системе отсчёта, связанной с головкой, лавины идут назад, так же как и в поло-
жительном стримере.

Параметры стримера — его скорость и поперечный размер (радиус) — могут быть измерены
экспериментально. Используется также численное моделирование, при котором решаются микро-
скопические физические уравнения (при условии, что применяемые численные методы устойчи-
вы и точны). Примеры таких методов, требующих больших́ вычислительных ресурсов, включа-
ют гидродинамические трёхмерные модели с адаптивным дроблением сетки [10] и метод частиц
в ячейках [11]. Однако до сих пор такие вычисления дают значительные ошибки (около 10 %,
судя по примерам в [12]) из-за численных неточностей и неустойчивостей. Результаты, связанные
с ветвлением стримеров, особо ненадёжны [13, с. 291]. Более того, такие численные эксперименты
даже если они и воспроизводят результаты лабораторных экспериментов, не могут дать ответа
на вопрос о физических механизмах, определяющих радиус и скорость стримера.

Вопрос об этих механизмах уже много лет стоит перед физиками [14]. Можно процитировать
[7, с. 46–47]: «Механизмы, благодаря которым у плазменного проводника устанавливается опре-
делённый, и при том весьма малый ... радиус ... , выходят за рамки стационарных процессов ... .
Признаемся сразу — эти механизмы до сих пор не вполне ясны».

Учёные, предложившие механизм стримера [3], также предположили, что начальный его ра-
диус определяется поперечным «расползанием» электронов в лавине в результате диффузии. Это
навело многих авторов на мысль, что диффузия электронов также определяет радиус стримера
во время его распространения [15–17]. Можно оценить, однако, что увеличение радиуса стримера
из-за диффузии происходит гораздо медленнее, чем наблюдается в лабораторных и численных
экспериментах. Поперечный размер диффундирующего с коэффициентом D потока со скоро-
стью V растёт как

√
DL/V с расстоянием L. Подставляя типичные для лабораторных стримеров

значения L ≈ 0,1 м, V ≈ 106 м/с и D ≈ 0,1 м2/с, мы получаем приращение поперечного размера
меньше или порядка 0,1 мм, в то время как обычно наблюдаются радиусы, превышающие 1 мм
(см., например, [18–20]). Более того, в работе [21] приводятся аргументы, что диффузией можно
пренебречь при приблизительном анализе распространения стримера в типичных условиях.
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2. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СТРИМЕРА

Запишем гидродинамические уравнения для электрического разряда в воздухе (см., напри-
мер, [8, 22]):

∂n

∂t
= −∇ · (vn) +∇ · (D∇n) + (νi − νa)n+ νdn− − βnn+ + sp;

∂n+

∂t
= νin− (βn + β−n−)n+ + sp;

∂n−
∂t

= νan− νdn− − β−n+n−;

∇ · E =
e

ε0
(n+ − n− n−). (1)

Здесь n, n+, n− — концентрации электронов, положительных и отрицательных ионов соответ-
ственно, νi, νa, νd, β, β− — коэффициенты, определяющие время ионизации, прилипания, отли-
пания, рекомбинации электронов с ионами и рекомбинации ионов с ионами соответственно, sp —
фотоионизация, задаваемая уравнением [23]

sp(r) =

∫
CF (

∣∣r− r′
∣∣)νi(

∣∣E(r′)
∣∣)n(r′) d3r′.

Нелокальность фотоионизации описывается ядром, нормированным на единицу:

F (r) =
exp(−r/Λ2)− exp(−r/Λ1)

4πr3 ln(Λ2/Λ1)
, Λ2 ≈ 2 мм, Λ1 ≈ 35 мкм. (2)

Коэффициент C характеризует эффективность фотоионизации; C ≈ 0,01 на уровне моря и зави-
сит от плотности воздуха. Данная система решалась в работе [22].

Далее для упрощения задачи мы оставляем только процессы, важные для описания стри-
мера, и пренебрегаем нелокальными эффектами транспорта электронов, электронной диффузи-
ей, движением ионов, отлипанием электронов, рекомбинацией и межионными процессами; затем
упрощаем эти уравнения для специфической системы электрод–разряд и формы ионизационного
фронта, показанных на рис. 2. Данная система параметризуется конечным, или, по крайней мере,
сильно ограниченным по сравнению с системой (1) набором параметров.

На схеме рис. 2 ось симметрии параллельна внешнему постоянному полю Ee. Стример сопри-
касается с перпендикулярным идеально проводящим электродом, который на занимаемой стри-
мером поверхности поглощает электроны в случае положительного стримера и является идеаль-
ным источником электронов для отрицательного 1. Стример полной длины L состоит из головки
(полусферы радиуса a), присоединённой к каналу (цилиндру того же радиуса). Во внутренней
части есть однородное поле канала Es, которое меньше внешнего. Концентрация электронов n
положительна внутри стримера и спадает до n = 0 снаружи, причём на передней его границе
этот спад резкий, с масштабом толщины фронта d � a. Внутри канала мы предполагаем одно-
родность n вдоль оси (но n может плавно спадать к стенкам), где её значение обозначаем ns.
Предположение однородности Es и ns, возможно, даёт наибольшую ошибку в описываемой моде-
ли, порядка нескольких десятков процентов, т. к. в канале происходит уменьшение n в результате
прилипания электронов, которым мы в описываемой модели пренебрегаем.

Стример растёт (распространяется) вдоль оси x со скоростью V ≡ dL/dt. Мы предполага-
ем, что головка находится в стационарном состоянии в движущейся системе отсчёта, связанной
с ней, что позволяет записать уравнения, используя бегущую координату ξ = x− V t. За начало

1 Электродные процессы — предмет дальнейших исследований.
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Рис. 2. Модель стримера: I — идеально проводящая плоскость, II — положительно заряженная по-
верхность. Направления полей показаны для положительного стримера (для отрицательного они
будут противоположными). Сплошной красной линией схематически показана зависимость E(ξ)
для стримера с конечной толщиной ионизационного фронта d, пунктирной — с бесконечно тонким
фронтом (d = 0)

отсчёта ξ удобно принять какую-нибудь точку внутри передней границы стримера, как показано
на рис. 2. Стример распространяется, ионизируя воздух впереди себя высоким электрическим
полем с максимальным значением Em (поле схематически показано сплошной красной линией на
рис. 2).

Кроме Em, полезно также ввести ещё одно поле Ef , которое стример создавал бы, если бы
ионизационный фронт был бесконечно тонким (d = 0), при той же поверхностной плотности
зарядов на границе стримера (распределение такого поля показано штриховой красной линией
на рис. 2). Моделирование показывает, что Em/Ef ≈ 0,70÷0,85. Примерно такое же поле Ef мы
получаем в случае плоского фронта, рассмотренного в разделе 3.3. Для нахождения соотноше-
ний между параметрами стримера и последующих практических вычислений удобнее в качестве
одного из параметров выбрать Ef , а значение Em можно вычислить потом, зная Ef и толщину d.

Таким образом, мы выбрали несколько параметров (a, V , Es, Ef и ns), которые полностью
(хотя и приблизительно) описывают нашу систему. Подчеркнём, что Ee и L являются заданными
величинами: Ee определяется лабораторными условиями, а L =

∫
V dt — предыдущей истори-

ей распространения стримера. В следующем разделе мы запишем уравнения, связывающие эти
параметры друг с другом.

Надо упомянуть, что это не первая попытка подобного описания. Параметрическая модель
была рассмотрена, например, в работе [24]. Но из-за сложности формул в таких моделях трудно
заметить внутренние противоречия (переопределённость системы уравнений) и недостаточность
системы (зависимые уравнения).
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3. СИСТЕМА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Мы выделили следующие соотношения между параметрами.
1) Соотношение между полями Es, Ee, Ef (Em), которое определяется электростатикой, и мо-

жет быть вычислено методом моментов, если мы предположим, что все заряды приблизительно
сконцентрированы на поверхности стримера (т. е. пренебрегаем толщиной фронта d).

2) Непрерывность полного тока на конце стримера: ток проводимости в канале превращается
в ток смещения снаружи.

3) Баланс времени ионизации и времени релаксации в канале.
4) Баланс между процессами ударной ионизации и фотоионизации [25].
Рассмотрим каждое из них детально.

3.1. Уравнение 1. Поля

Внешнее однородное постоянное поле Ee задано лабораторными условиями. Внутри канала
проводимость высока, и есть поле Es, такое что 0 < Es < Ee. Поле на передней границе можно
оценить из соображений, приведённых в [7, с. 78]: потенциал на конце стримера отличается от
невозмущённого на ΔU = L(Ee − Es), и поле приблизительно равно Ef = ΔU/a. Точнее поле Ef

можно найти методом моментов [26, гл. 2].
Поле впереди стримера спадает приблизительно как

E(ξ) = Ee +
Ef − Ee

1 + ξ/	
, d � ξ < a, (3)

где 	 ≈ (0,3÷0,4) a — ширина распределения поля [21]. В разделе 3.6 дана приближённая формула
для 	, найденная при помощи метода моментов.

3.2. Уравнение 2. Непрерывность тока

Вдоль стримерного канала течёт ток проводимости, плотность которого на оси равна Jc =
= ensμ(Es)Es. Концентрация электронов резко (с масштабом толщины фронта d � a) спадает до
нуля на передней границе стримера. При этом плотность полного тока J = Jc + Jd, состоящего
из тока проводимости Jc и тока смещения Jd = ε0∂E/∂t, должна остаться приблизительно посто-
янной (∇ · J = 0 из уравнения Максвелла, ε0 — электрическая постоянная). Используя свойство
бегущей координаты ∂E/∂t = −V ∂E/∂ξ и выражения для поля (3), находим

Jd(ξ) =
ε0V (Ef − Ee)

	(1 + ξ/	)2
.

При малых ξ ∼ d, пренебрегая d � 	 и приравнивая это выражение к току проводимости в‘канале,
получаем уравнение для непрерывности тока [27].

Полный ток J приблизительно состоит из Jd при ξ > 0 и Jc = Jd(0) при ξ < 0.
Отметим, что для Jd квадратично спадает с расстоянием. Физически это можно интерпре-

тировать как изотропное радиальное расхождение тока смещения от кончика стримера. Полный
расходящийся ток смещения должен быть равен полному току внутри канала стримера. Также
стоит заметить, что внутри переднего ионизационного фронта стримера ток проводимости и ток
смещения очень сильно варьируются, намного превышая значение полного тока (их суммы).
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3.3. Уравнение 3. Ионизационный фронт

Гидродинамические уравнения (1) можно переписать в виде

ε0 ∂tE = evn + J, ∂tn+∇ · (vn) = νtn+ sp. (4)

Здесь и далее оператор ∂α ≡ ∂/∂α. Пренебрегая фотоионизацией sp, для плоского стационарного
фронта, движущегося со скоростью V > 0, получаем одномерные уравнения (∂/∂y, ∂/∂z ≡ 0):

−ε0V ∂ξE = −evn, −∂ξ([V ± v]n) = νtn,

где v = |vx| = ∓vx (верхний знак для положительного, нижний для отрицательного фронта).
Ток J = const = 0, поскольку он отсутствует далеко впереди фронта (ξ → +∞), там, где поле
постоянно и равно внешнему Ef = E(ξ → +∞). Из J = 0 следует также, что E = 0 при ξ → −∞:
этим плоский фронт отличается от стримера, в котором J > 0 и E(−∞) = Es > 0. Поделим
уравнения одно на другое:

e

ε0

d

dE

[
(V ± v)n

V

]
=

νt
v

≡ αt(E).

Интегрируя, получим

en(E)

ε0
=

V

V ± v

Ef∫

E

αt(E) dE. (5)

Здесь αt — эффективный коэффициент Таунсенда. Частота максвелловской релаксации далеко
позади фронта (там, где E = 0):

τ−1
M =

σs
ε0

=
ensμ0

ε0
= μ0

Ef∫

0

νt(E)

μE
dE ∼ νt(Ef),

где μ0 = μ(E = 0) и ns = n(E = 0) — концентрация электронов позади фронта, при ξ →
→ −∞. Последнее выражение описывает приблизительный баланс времени ионизации и времени
релаксации, что можно интерпретировать как критерий устойчивости распространения фронта
или стримера [28].

Подставив найденную n(E) в одно из уравне-
1,0

0,5

0,0
¡6 ¡4 ¡2 0 2 4

n n/ s

E E/ f

» d/

Рис. 3. Решение n(ξ), E(ξ) для плоского ионизаци-
онного фронта для случая νt(E) = KE,μ = 0

ний, можно найти пространственную форму n(ξ),
E(ξ). Например, для νt(E) = KE, v = 0 фор-
ма имеет вид сигмоида с шириной d = V/νt(Ef),
показанного на рис. 3, т. е. n(ξ) = ns[1 − S(ξ)],
E(ξ) = EfS(ξ), где

S(ξ) =
1

1 + exp(−ξ/d)
. (6)

Можно найти скорость плоского фронта V из граничных условий при ξ → ∞ (впереди фронта)
для разных механизмов его распространения. Возможные значения V удовлетворяют неравенству
V > V0, где V0 определяется по одной из следующих формул.

1) Если μ > 0,D > 0, то
V0 = ∓μ(Ef)Ef +

√
2Dνt(Ef)

(формула Колмогорова—Петровского—Пискунова [29, с. 77]).
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2) Если есть фотоионизация, но D = 0 [29, уравнение (3.1.85)]:

V0 = ∓μ(Ef)Ef + νt(Ef)Λmax.

Здесь и далее верхний знак относится к положительному, а нижний — к отрицательному иони-
зационному фронту. К сожалению, эти выражения действительны только для плоского фронта
и неприменимы к стримерам. Также, забегая немного вперёд, скажем, что для стримера V опре-
деляется однозначно, а не в виде неравенства.

Приведённые выражения теории плоского ионизационного фронта можно найти в отличном
подробном обзоре [29].

3.4. Уравнение 4. Фотоионизационный баланс

Рассмотрим баланс между двумя процессами: фотоионизацией (вызванной летящими вперёд
фотонами) и ударной ионизацией (вызванной идущими назад лавинами).

Источником фотонов является передний фронт стримера, где происходит активная иониза-
ция. В нашей модели примем, что эта активная область в пространстве имеет приблизительно
форму диска с радиусом aph ∼ a. Для расчётов, приведённых в статье, мы взяли aph = a/2,
но результаты мало меняются, если использовать, например, aph = a. Число фотонов пропор-
ционально числу созданных в результате ионизации электронов, т. е. концентрации электронов
в канале стримера ns. Фотоны летят вперёд и создают затравки для лавин на расстоянии ξp ∼ aph
впереди фронта с концентрацией np

2.
Результирующие лавины экспоненциально растут в пространстве в направлении назад, к стри-

меру, но не с обычным таунсендовским коэффициентом αt = νt/v, а с «доплеровски смещённым»
коэффициентом αeff = νt/(V ±v). Обратная к αeff величина — это толщина фронта d = (V ±v)/νt.
Подчеркнём, что, поскольку скорость стримера V превышает скорость дрейфа электронов v, знак
величины d положительный (т. е., лавины идут назад к стримеру в системе отсчёта, связанной
с его головкой) не только для положительных стримеров (верхний знак), но и для отрицательных
стримеров (нижний знак).

В статье [30] была впервые приведена формула, связывающая скорость стримера с его ради-
усом: из экспоненциального роста получаем ln(ns/np) = αeffa, отсюда

V ± v =
aνt(Ef)

ln(ns/np)
.

Остаётся неизвестным значение ln(ns/np), которое можно взять приблизительно равным 8 [21].
Рассмотрев строго второе уравнение системы (4), можно вывести более точное выражение [25],
которое приведено в разделе 3.6 (правда, в несколько изменённом виде, поскольку мы взяли
определённую пространственную форму источника фотонов в форме диска). Из этого уравнения
получается, в частности, и приведённая оценка важной для фотоионизации области ξp.

3.5. Обсуждение используемых приближений

3.5.1. Форма стримера

Мы предположили, что радиус канала стримера постоянен на всём его протяжении и равен
радиусу головки. Однако радиус канала стримера может отличаться от радиуса кривизны го-

2 Конечно же, фотоны летят во все стороны, но указанная область является самой важной: там высокое поле
и до прибытия фотонов не было свободных электронов.
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ловки. Например, гидродинамические вычисления [31] показали, что он больше в два раза для
положительных стримеров и в три или более раз для отрицательных стримеров. Если Es = const,
то вариации радиуса канала вдали от головки не сильно повлияют на поле впереди стримера,
E(ξ > 0), т. к. оно формируется в основном поверхностными зарядами вблизи вершины. Таким
образом, параметр a, который входит в наши уравнения, лучше описывает радиус кривизны го-
ловки, чем, например, максимальный радиус канала.

3.5.2. Неоднородность ns и Es вдоль канала

В выражении (3) мы предположили, что поле внутри канала Es = const. Непрерывность тока
вдоль канала требует, чтобы nsv(Es) = const, что вместе с Es = const будет означать также,
что ns = const. Предположение об однородности Es and ns вдоль канала, однако, будет недей-
ствительным, если мы включим в рассмотрение процессы прилипания и рекомбинации в канале
(мы затрагиваем эту тему в разделе 6). Однако, даже если мы пренебрежём этими процессами,
неоднородность ns может быть вызвана историей развития стримера: разные части канала были
созданы при разных условиях (длине канала) и, следовательно, могут иметь разные локальные
значения ns

3. Забегая вперёд, на рис. 5д и 6д мы видим, что ns может сильно меняться с ростом
стримера. Ошибка, связанная с заменой неоднородного значения ns в канале значением из по-
следнего добавленного участка стримера, может быть порядка нескольких десятков процентов и,
возможно, является самым больши́м вкладом в полную ошибку в представленных вычислениях.

3.5.3. Кривизна головки и конечный ток J �= 0 через фронт

Выражение (5), связывающее концентрацию электронов в ионизационном фронте и канале
стримера с полем впереди стримера, изменится, если мы подставим выражение для J , найденное
в разделе 3.2, в выражение (4). Решение полученного уравнения выходит за рамки данной статьи
и заслуживает отдельного обсуждения. В частности, мы получим выражение для поля, отлича-
ющееся от (3) внутри фронта, при |ξ| � d, (представлено сплошной красной кривой на рис. 2).
Если плавный переход от поля E(ξ) = Es при ξ � −d к выражению (3) при ξ � d приблизительно
описывается сигмоидной кривой (6), то максимальное поле Em будет равно

Em = Ef

[
1− d

	
ln

(
	

d

)]
.

Оно меньше Ef и достигается при ξ = ξm = d ln(	/d). Для оценки относительной ошибки в выра-
жении для ns необходимо провести дополнительные вычисления. В отличие от E(−∞) = 0 для
плоского фронта, здесь мы имеем E(ξ � −d) = Es > 0, что, как минимум, даёт другой ниж-
ний предел в интеграле в выражении (5). Таким образом, формула (5) будет приближённой, но
останется верной по порядку величины.

3.6. Система алгебраических уравнений для a, V,Es, Ef и ns

В этом разделе мы собрали все уравнения для удобства читателя.
1) Соотношение между электрическими полями, задаваемое электростатическим распределе-

нем заряда на поверхности стримера (аналитическое приближение результатов метода моментов)

3 Дрейфом электронов внутри канала можно пренебречь по сравнению со скоростью стримера, v(Es) � V .
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[7, с. 78] (связь между Es и Ef):

E(ξ) ≈ [
2 + 0,56(2L/a)0,92

] Ee −Es

1 + ξ/	
+ Ee, Ef = E(0),

	

a
≈ 0,40− 0,59

(L/a) + 2,31
,

	 — ширина распределения электрического поля [21].
2) Непрерывность полного электрического тока через фронт стримера [27] (связь между Es,

ns и V ):

Jc = ε0
∂E

∂t

∣∣
∣∣
ξ=0

=⇒ ensv(Es) =
ε0V (Ef −Ee)

	
,

v — дрейфовая скорость электронов.
3) Критерий устойчивости распространения стримера, следующий из теории плоского иони-

зационного фронта [29, гл. 3] (связь между ns и Ef):

ns =
ε0
e

Ef∫

0

νt(E
′)

v(E′)
dE′,

где νt — эффективная частота ионизации. Это соотношение приблизительно эквивалентно τM ∼
∼ τion = 1/νt(Ef).

4) Связь скорости и радиуса, определяемая фотоионизацией [25, уравнение 17] (связь меж-
ду V , Ef и a):

∞∫

0

Sph(ξ) exp

[∫ ξ

0

νt(E) dξ′

V ± v(E)

]
dξ = 1,

Sph — источник фотоионизационных электронов на единицу ns, создаваемый процессами, проис-
ходящими во фронте радиуса aph = a/2:

Sph(ξ) =

∫

r⊥<aph

CF (r) d2r⊥, r =
√

ξ2 + r⊥2 ,

где F (r) задано уравнением (2).

4. ДИСПЕРСИОННАЯ ФУНКЦИЯ

При рассмотрении полученной системы мы замечаем, что при фиксированных внешних усло-
виях Ee и L она не имеет однозначного решения, поскольку число уравнений на одно меньше,
чем число параметров. Таким образом, остаётся один свободный параметр, в качестве которо-
го можно выбрать, например, радиус a. Таким образом, у нас получается решение V = V (a),
Es = Es(a) и т. д.

Рассмотрим аналогию с другой (но похожей по целям) задачей: нахождение малых возму-
щений плоского ионизационного фронта. Эта задача (правда, только с электронным дрейфом
и диффузией, но без фотоионизации) была подробно рассмотрена в работе [32]. Было найдено,
что в линейном приближении существует неустойчивость: малые возмущения, пропорциональные
cos(ky) растут как exp(st) с инкрементом s, который является функцией поперечного волнового
числа k. Функцию s(k) называют дисперсионной функцией. При решении задачи о росте малых
возмущений очевидно, что поперечный масштаб k — это свободный параметр. Это объясняет
то, что и в нашей задаче о длинном стримере, хотя она и нелинейная, поперечный размер тоже
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оказался свободным параметром. Совокупность различных параметров малого гармонического
возмущения (например, приращение поля на выступах в зависимости от амплитуды и т. п.) можно
назвать «модой» (аналогично электромагнитной моде в волноводе), и по аналогии совокупность
параметров {V (a), Es(a), . . . } при фиксированном радиусе a мы тоже назовём стримерной модой.

Эволюция малых возмущений плоского фронта зависит от начальных условий. Если в начале
есть комбинация возмущений с разными k, то возмущение, отвечающее максимуму дисперси-
онной функции s(k), растёт быстрее всего и в конечном счёте только оно «выживает», т. е. по
прошествии некоторого времени мы будем видеть лишь возмущение, пропорциональное cos(k∗y),
где maxk s(k) = s(k∗). Это решение (и масштаб k∗) является предпочтительным как наиболее
неустойчивое. Мы можем предположить, что и в нашем случае есть предпочтительное наиболее
неустойчивое решение, которое и определяет действительный радиус стримера и все его парамет-
ры. Нахождение такого решения осложняется тем, что задача нелинейная и нет инкремента s(k).
Найти подходящую аналогию помогут следующие рассуждения.

В линейных гармонических возмущениях плоского фронта величина выступа L (мы исполь-
зуем это обозначение, поскольку величина выступа аналогична длине стримера в нашей задаче)
растёт как L = L0 exp[s(k)t]), и скорость выступов (относительно общей скорости фронта) V =
= dL/dt = s(k)L. Tаким образом, cкорость играет ту же роль, что и s(k) при фиксированном L.
Поэтому мы можем назвать найденную зависимость V (a) дисперсионной функцией стримера.
Наиболее неустойчивое (предпочтительное) решение таким образом будет отвечать a = a∗, где
maxa V (a) = V (a∗). Это решение будет предпочтительной модой, которая и будет определять
действительные параметры стримера, полученные в лабораторных и численных экспериментах.

Наше предположение о том, что мода с мак-
V, Мм с/

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0 10 20 30 40 a, мм

Рис. 4. Пример найденных дисперсионных функ-
ций V (a) для стримеров в сухом воздухе на уровне
моря при внешнем поле Ee = 1,5 МВ/м и длине
стримера L = 80 мм. Для положительных (крас-
ная кривая) стримеров для всех a существует од-
но решение, для отрицательных (синяя кривая) —
ноль или два. Большой точкой обозначен макси-
мум V

симальной скоростью определяет параметры на-
блюдаемого в природе стримера, является эври-
стическим, и мы пока не можем найти его стро-
гого математического обоснования, т. к. рассмат-
риваемые моды нелинейны и нельзя получить их
комбинации, как это было в случае линейной за-
дачи о малых возмущениях плоского фронта. За-
метим, что в работе [33, рис. 1] тоже указывалось
(на эвристическом уровне), что, когда стример
меняет радиус на более соответствующий физи-
ческим условиям, его скорость может увеличить-
ся. Однако для численного рeшения максимиза-
цию скорости эти авторы не использовали.

Выбор предпочтительного радиуса из сообра-
жений максимизации скорости может быть ис-
пользован в одномерных моделях стримеров, та-
ких как рассмотренная в статье [34]. В этой мо-
дели использовалось предположение постоянно-
го радиуса, и авторы отметили, что результаты

вычислений сильно зависят от его выбора. Предлагаемый алгоритм позволит выбрать более фи-
зическое, т. е. непостоянное, значение радиуса.

Пример вычисленных дисперсионных функций для обеих полярностей стримеров приведён на
рис. 4. Жирной точкой обозначена предпочтительная мода, т.е. действительные скорости и ра-
диусы стримеров.
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5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Расчёты были проведены для стримеров в сухом воздухе на уровне моря. Для электронной по-
движности и частот ионизации и прилипания, мы используем выражения, взятые из работ [8, 35].
Вычисления были проведены для длин стримеров в интервале L = 5÷200 мм с шагом 5 мм и для
внешних полей в интервале Ee = 0, 1÷3 МВ/м с шагом 0,05 МВ/м. Обычно у нас получалась
одна ветвь для дисперсионной функции для положительных стримеров и две для отрицатель-
ных, как показано на рис. 4. Верхняя ветвь V (a) всегда имела один локальный максимум, в то
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Рис. 5. Результаты вычислений для положительных стримеров как функции внешнего поля Ee для
трёх разных значений длины стримера L = 40 (кривые 1 ); 120 (2 ) и 200 мм (3 ): скорость V (a),
радиус a (б ), поле внутри канала стримера Es (в), максимальное поле Em (г), концентрация элек-
тронов внутри канала ns (д), толщина фронта d как доля радиуса a в процентах (е). Результаты
лабораторных измерений скорости V [1, рис. 10] при L = 120 мм также представлены (a, кривая 4 )
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Рис. 6. Результаты вычислений для отрицательных стримеров как функции внешнего поля Ee для
трёх разных значений длины стримера L = 40 (кривые 1 ); 120 (2 ) и 200 мм (3 ): скорость V (a),
радиус a (б ), поле внутри канала стримера Es (в), максимальное поле Em (г), концентрация элек-
тронов внутри канала ns (д), толщина фронта d как доля радиуса a в процентах (е)

время как все остальные вычисленные параметры (Es, Em, ns) были монотонными функциями a.
Приведённые ниже результаты отвечают максимуму V (a), т. е. наиболее неустойчивому решению
(предпочтительной моде).

Результаты для положительных стримеров представлены на рис. 5. Скорость приведена
в сравнении с лабораторными измерениями [1], которые проводились в условиях, очень сход-
ных с принятыми в нашей модели (т. е. при приблизительно постоянном и однородном поле).
Удобной единицей для скорости стримера является 1 Мм/с= 106 м/с=1 мм/нс. Мы также полу-
чаем хорошее согласие (в пределах около 30 %) с численным экспериментом, воспроизводящим
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решение гидродинамических уравнений [12] (результаты здесь не приведены).
Результаты для отрицательных стримеров представлены на рис. 6. Некоторые графики имеют

совершенно другой вид, чем в случае положительных стримеров. В частности, решение начина-
ется только с конечного Ee (для фиксированного L).

6. ПОРОГОВЫЕ ПОЛЯ

Прилипание и рекомбинация в стримерном

25 50 75 100 125 150 L, мм

0 2,

0,6

1,0

1,4

1,8
E E+t t, ¡

E¡t

E+t, E+t,

E+t,

K=10¡3 K=10¡7

K=10¡5

Рис. 7. Пороговые поля E+t и E−t для положи-
тельных и отрицательных стримеров как функ-
ции длины L. Экспериментальные данные (чёр-
ная кривая) взяты из [1, рис. 4]

канале снижают его проводимость, что приво-
дит к электрическому отсоединению стримера от
электрода, т. е. к прерыванию электрической це-
пи. Ток через стример прекращается, и, предпо-
ложительно, он останавливается. Таким образом,
этот механизм определяет пороговое поле для по-
ложительных стримеров.

Надо заметить, что есть гипотезы, что стри-
мер может существовать отдельно от электрода.
Например, в [36, рис. 22b] описывается униполяр-
ный стримерный солитон с «зоной компенсации»
позади стримера, в которой проводимость и ли-
нейный заряд плавно спадают до нуля.

Поле канала гораздо ниже поля пересечения
Ek. При таких полях главную роль играет трёх-
компонентное прилипание (для вычислений взя-
тое из работы [8]). Концентрация электронов снижается на фактор K = exp(−L/Latt), где харак-
терный пространственный масштаб вдоль канала, на котором происходит прилипание,

Latt =
V ± v(Es)

νa(Es)− νi(Es)
.

Поля, которые отвечают заданному фактору K, построены на рис. 7 для разных длин стриме-
ра. Для сравнения, приведены экспериментальные данные для порогового поля E+t, полученные
в работе [1]. Снижение концентрации электронов, наиболее хорошо моделирующее эксперимен-
тальные данные, довольно сильное, K ≈ 10−5. Возможно, отлипание, которым мы пренебрегли,
уменьшает роль прилипания, и замедляет снижение концентрации электронов.

Механизм возникновения порогового поля для отрицательных стримеров совершенно другой.
Как мы видели на рис. 6, решение исчезает при низких значениях внешнего поля Ee. Величины
E−t, при которых это происходит, также построены на рис. 7 и находятся в согласии с экспери-
ментальными значениями E−t = 0,75÷1,25 МВ/м [9, с. 362].

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано следующее.
1) Стримерный разряд в поле Ee с длиной L можно описать системой алгебраических урав-

нений, при решении которых получаются «моды» для разных радиусов a.
2) Максимизируя скорость фронта V , получаем предпочтительное решение, которое только

и реализуется физически.
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3) Вычисленные параметры стримера согласуются с экспериментальными результатами и гид-
родинамическими моделями.

4) Пороговые поля являются функциями длины стримера L, причём для положительных
и отрицательных стримеров они имеют разные физические причины. Порог для отрицательных
стримеров совместим с экспериментальным значением E−t ≈ 0,75÷1,25 МВ/м [9, с. 362], а для
положительных стримеров порог в нашей модели совместим с экспериментальным значением
E+t ≈ 0,45 МВ/м только при заниженном значении коэффициента прилипания.

Работа выполнена при поддержке Европейского Исследовательского Совета в рамках про-
граммы Европейского Союза Seventh Framework (FP7/2007-2013)/ERC, соглашение о гранте
№ 320839, и Исследовательского Совета Норвегии в рамках контрактов 208028/F50, 216872/F50
и 223252/F50 (CoE).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Компьютерная программа на языке Python3, при помощи которой можно выпол-
нить описанные здесь вычисления, и инструкции к ней могут быть найдены по адресу
https://gitlab.com/nleht/streamer_parameters. Пример решения системы (2) в работе [22], в ко-
тором показано столкновение стримеров с противоположными полярностями, можно найти на
видео по адресу https://www.youtube.com/watch?v=xbaDeLYERkQ.
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PHYSICS AND MATHEMATICS OF ELECTRIC STREAMERS

N.G. Lehtinen

A streamer is a kind of electric discharge in which there forms a column of ionized matter growing
due to amplified field at its tip. Streamers in air are an important stage of spark discharge, in particular
lightning, and constitute sprites (mesospheric discharges). Streamers in large discharges (in sprites,
in laboratory experiments with a meter-scale inter-electrode gap and megavolt potential difference,
and in lightning) create large branched structures. Microscopic processes, which are responsible for
propagation of streamers, are: ionization, attachment, electron drift and diffusion, photoionization, ion
processes (detachment, recombination, etc.). Their numerical modeling reproduces the columnar shape
of the ionization front, but does not allow to identify the physical and mathematical mechanisms
of how the streamer radius and speed are chosen and of branching. A streamer may be described
by a finite set of parameters, such as its speed and the radius of its head. The relations between
these parameters are known, but do not constitute a complete set of equations: one free parameter
(the radius) remains, which defines a streamer “mode” (terminology is chosen by analogy with small
transverse harmonic perturbations of a flat ionization front). As an additional requirement which would
give a unique solution, we propose the choice of the most unstable mode that has the maximum speed.
Thus, we treat the streamer as a nonlinear instability. This approach produces results which agree with
experimental measurements of streamer speeds, as well as of the streamer propagation threshold field.

This article is prepared based on material of a lecture presented at the XIX Scientific School
“Nonlinear Waves.”
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